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ALGE`BRES DE HECKE AVEC PARAME`TRES ET
REPRE´SENTATIONS D’UN GROUPE p-ADIQUE
CLASSIQUE: PRE´SERVATION DU SPECTRE TEMPE´RE´
Volker Heiermann
Abstract. Let G be an orthogonal or symplectic p-adic group (not necessarily split)
or an inner form of a general linear p-adic group. In a previous paper, it was shown
that the Bernstein components of the category of smooth representations of G are
equivalent to the category of right modules over some Hecke algebra with parameters,
or more general over the semi-direct product of such an algebra with a finite group
algebra.
The aim of the present paper is to show that this equivalence preserves the tem-
pered spectrum and the discrete series representations.
RE´SUME´: Soit G un groupe p-adique orthogonal ou symplectique (pas ne´cessaire-
ment de´ploye´) ou une forme inte´rieure d’un groupe line´aire ge´ne´ral p-adique. Dans un
article pre´ce´dent, il a e´te´ montre´ que les composantes de Bernstein de la cate´gorie des
repre´sentations lisses de G sont e´quivalentes a` la cate´gorie des modules a` droite sur
une certaine alge`bre de Hecke avec parame`tres, ou plus ge´ne´ralement sur le produit
semi-direct d’une telle alge`bre avec l’alge`bre d’un groupe fini.
Le but de l’article pre´sent est de montrer que cette e´quivalence pre´serve le spectre
tempe´re´ ainsi que la se´rie discre`te.
Fixons un corps local non archime´dien F de valeur absolue normalise´e | · |F .
Soit G (le groupe des points rationnels d’) un groupe orthogonal ou symplectique
ou encore d’une forme inte´rieure d’un groupe line´aire ge´ne´ral (de´fini sur F ). On
conside´rera la cate´gorie Rep(G) des repre´sentations complexes lisses de G.
Soient P un sous-groupe parabolique de G, M un sous-groupe de Levi de P et
(σ,E) une repre´sentation irre´ductible cuspidale de M . Notons Oσ ou encore O
l’ensemble des tordus de σ par un caracte`re non ramifie´ deM , modulo e´quivalence,
appele´ classe inertielle de σ, et RepO(G) la composante de Bernstein de Rep(G)
associe´e a` O. E´crivons M1 pour l’intersection des noyaux des caracte`res non ram-
ifie´s de M , indMM1 pour l’induction compacte et i
G
P pour le foncteur de l’induction
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parabolique normalise´e. Fixons une composante irre´ductible (σ1, E1) de la restric-
tion de σ a` M1. Posons EBO = ind
M
M1
E1 et H = EndG(i
G
PEBO).
Il a e´te´ remarque´ par J. Bernstein [Ro] que iGPEBO est un proge´ne´rateur de
RepO(G). Par le contexte de Morita qui en re´sulte, on a une e´quivalence entre
RepO(G) et la cate´gorie des H−modules a` droite, donne´e par V 7→ HomG(i
G
PEBO ,
V ).
Dans [H1], l’auteur de cet article a montre´ que H est le produit semi-direct
d’une alge`bre de Hecke avec parame`tres (au sens de Lusztig [L1]) par l’alge`bre d’un
groupe fini. L’objet de l’article pre´sent est de prouver que l’e´quivalence de cate´gories
V 7→ HomG(i
G
PEBO , V ) pre´serve le spectre tempe´re´ ainsi que les repre´sentations de
carre´ inte´grable (modulo le centre de G).
L’article est organise´ de la manie`re suivante: au premier paragraphe, nous
rassemblons les re´sultats ne´cessaires relatifs aux repre´sentations tempe´re´es et de
carre´ inte´grable des groupes p-adiques. Le deuxie`me paragraphe est consacre´ a`
celles des alge`bres de Hecke avec parame`tres. Au troisie`me paragraphe, nous
prouvons un lien entre les exposants pour les modules d’alge`bres de Hecke avec
parame`tres et ceux des modules de Jacquet de repre´sentations de G. L’objet du
quatrie`me paragraphe est d’e´noncer certaines proprie´te´s des modules de Jacquets
des repre´sentations de G dont nous aurons besoin au paragraphe 5 pour prouver
notre the´ore`me principal.
Je remercie A.-M. Aubert pour la correction de quelques erreurs de frappe et E.
Opdam pour des discussions sur la de´finition des repre´sentations de carre´ inte´grable
(modulo le centre) des alge`bres de Hecke.
1. Fixons un tore de´ploye´ maximal A0 dans M . Notons W le groupe de Weyl
de G associe´ a` ce tore. Un sous-groupe parabolique P ′ de G sera dit semi-standard
s’il contient A0. Il existe alors un unique sous-groupe de LeviM
′ de P ′ qui contient
A0. On dira que M
′ est un sous-groupe de Levi semi-standard (de P ′ ou de G).
On e´crira AM ′ pour le tore maximal de´ploye´ contenu dans le centre de M
′, aM ′
pour son alge`bre de Lie re´elle, a∗M ′ pour son dual et a
∗
M ′,C pour le complexifie´ de
a∗M ′ . On a une de´composition canonique a
∗
M ′ = a
G∗
M ′ ⊕ a
∗
G. Le groupe de Weyl de
M ′ relatif a` A0 sera note´ W
M ′ .
Il existe un unique sous-groupe parabolique semi-standard minimal P0 contenu
dans P . On dira que P ′ et M ′ sont standard s’ils contiennent respectivement P0
et le sous-groupe de Levi semi-standard, note´ M0, de P0.
Si P est un sous-groupe parabolique semi-standard de sous-groupe de Levi stan-
dard M , on notera P le sous-groupe parabolique semi-standard de G qui ve´rifie
P ∩ P = M . On dira qu’un sous-groupe parabolique semi-standard P de G est
anti-standard si P est standard.
Lorsque M ′ est un sous-groupe de Levi semi-standard, on notera Xnr(M ′) le
groupe de ses caracte`res non ramifie´s. On a une surjection canonique a∗M ′,C →
X
nr(M ′) que l’on notera λ 7→ χλ. Sa restriction a` a
∗
M ′ est injective d’image e´gale au
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sous-groupe des caracte`res a` valeurs re´lles. On de´finit ℜ(χλ) = ℜ(λ). Remarquons
que, lorsque χ est un caracte`re de M , le caracte`re |χ|F est non ramifie´ a` valeurs
re´elles. On peut donc de´finir la partie re´elle de χ, note´e ℜ(χ), comme e´tant celle
de |χ|F .
Soit (pi, V ) une repre´sentation admissible de M ′. Appelons sous-espace car-
acte´ristique la donne´e d’un caracte`re non ramifie´ χ de AM ′ et d’un sous-espace non
nul Vχ forme´ des e´le´ments v de V pour lesquels il existe un entier N ≥ 0 tel que,
pour tout a′ ∈ AM ′ ,
(pi(a′)− χ(a′))Nv = 0.
On appelle χ un exposant du AM ′ -module V , et on sait que V est, en tant que
AM ′ -module, la somme directe de ces sous-espaces caracte´ristiques.
Le foncteur adjoint a` gauche de iGP ′ sera note´ r
G
P ′ . Rappelons que, par le deuxie`me
the´ore`me d’adjonction de J. Bernstein, rG
P ′
est l’adjoint a` droite de iGP ′ .
1.1 Lorsque P ′ est un sous-groupe parabolique standard de G de sous-groupe
de Levi standard M ′, notons Σ(P ′) l’ensemble des restrictions non nulles a` AM ′
des racines re´duites de A0 dans l’alge`bre de Lie du radical unipotent de P
′, ∆(P ′)
le sous-ensemble des restrictions non nulles des racines simples (relatives a` P0), et
+aG∗P ′ (resp.
+aG∗P ′ ) l’ensemble des combinaisons line´aires de ∆(P
′) a` coefficients
≥ 0 (resp. > 0).
Pour les repre´sentations admissibles deG, on a le crite`re suivant, duˆ a` Casselman:
Proposition: ( [W, III.1.1 et III.2.2]) Soit pi une repre´sentation admissible de
G.
(i) Pour que la repre´sentation pi soit tempe´re´e, il faut et il suffit que, pour tout
sous-groupe parabolique standard P ′ de G tel que P ′ = G ou P ′ soit propre et
maximal, et tout exposant χ de rGP ′pi, on ait ℜ(χ) ∈
+aG∗P ′ .
(ii) Supposons que pi admette un caracte`re central. Pour que pi soit de carre´
inte´grable (modulo le centre de G), il faut et il suffit que le caracte`re central soit
unitaire et que, pour tout sous-groupe parabolique standard P ′ de G, propre et max-
imal, et tout exposant χ de rGP ′pi, on ait ℜ(χ) ∈
+aG∗P ′ .
1.2 Remarquons que le groupe de WeylW agit sur l’ensemble des sous-groupe de
Levi semi-standard de G. On de´signera cette action par M ′ 7→ wM ′. Lorsque M ′
est un sous-groupe de Levi semi-standard, notons M
′
WM l’ensemble des doubles-
classes WM
′
\W/WM et M
′
WM (M ′) le sous-ensemble des doubles-classes des e´le´-
ments w avec wM ⊆M ′. Le groupe M
′
WM
′
(M ′) (ainsi que les repre´sentants de ses
e´le´ments dans W ) agit sur l’ensemble des sous-groupes paraboliques semi-standard
de G de sous-groupe de Levi M ′. On notera cette action P ′ 7→ wP ′.
Proposition: Soit pi une repre´sentation irre´ductible dans RepO(G). Alors,
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(i) la repre´sentation pi est tempe´re´e, si et seulement si les parties re´elles des
exposants de rGP pi sont dans
+aG∗P .
(ii) la repre´sentation pi est de carre´ inte´grable (modulo le centre de G), si et
seulement si son caracte`re central est unitaire et si les parties re´elles des exposants
de rGP pi sont dans
+aG∗P .
Preuve: Il re´sulte de la transitivite´ du foncteur de Jacquet que les exposants
de rGP pi ont cette proprie´te´, si cette proprie´te´ est ve´rifie´e par rapport a` tout sous-
groupe parabolique maximal (cf. [W, III.1.1 et III.2.2]). La re´ciproque tient au
fait que pi se plonge dans l’induite parabolique d’une repre´sentation cuspidale d’un
sous-groupe de Levi de P . Explicitons la preuve:
Fixons un e´le´ment σ′ de O tel que pi soit une sous-repre´sentation de iGPσ
′. Soit
P ′ un sous-groupe parabolique standard maximal de G de sous-groupe de Levi
standardM ′. Suite a` la cuspidalite´ de σ′, rM
M∩w−1P ′σ
′ est nulle siM 6⊆ w−1M ′w et
e´gal a` σ′ sinon. La semi-simplifie´e de rGP ′ i
G
Pσ
′ est donc, par le lemme ge´ome´trique
[BZ2, 2.12], e´gale a` ⊕
w∈ M′WM (M ′)
iM
′
M ′∩wPwσ
′.
Pour des raisons analogues, la semi-simplifie´e de rGP i
G
Pσ
′ est e´gale a`⊕
w∈ MWM (M)
wσ′.
Notons WP ′(pi) (resp. WP (pi)) l’ensemble des w ∈
M ′WM (M ′) (resp. w ∈
MWM (M)) tels que iM
′
M ′∩wPwσ
′ et rGP ′(pi) ont un sous-quotient en commun (resp.
wσ′ est un sous-quotient de rGP pi).
Supposons les parties re´elles des exposants de rGP pi dans
+aG∗P (resp.
+aG∗P ). On
a donc ℜ(χwσ′) = ℜ(wχσ′ ) ∈ +aG∗P (resp.
+aG∗P ) pour w ∈WP (pi).
La semi-simplifie´e de rM
′
P∩M ′ i
M ′
M ′∩wPwσ
′ est⊕
w′∈ M (WM′ )wM (M)
w′wσ′.
Si w ∈WP ′(pi), alors, par la transitivite´ du foncteur de Jacquet, w
′w ∈ WP (pi) pour
au moins un w′ ∈ M (WM
′
)wM (M), et alors ℜ(w′wχσ′ ) ∈ +aG∗P (resp.
+aG∗P ). Le
caracte`re central de iM
′
M ′∩wPwσ
′ est (χwσ′)|AM′ = (w
′wχσ′ )|AM′ . C’est dans
+aG∗P ′
(resp. +aG∗P ′ ).
Signalons finalement que, lorsque (pi, V ) est tempe´re´e, le fait que le caracte`re
central χpi de pi ve´rifie ℜ(χpi) = 0 re´sulte du fait que χpi est la restriction au centre
de G du caracte`re central χσ′ de σ
′ et que ℜ(χσ′) ∈ +aG∗P , remarquant que σ
′ est
un sous-quotient de rGP pi par re´ciprocite´ de Frobe´nius. ✷
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2. Conside´rons maintenant le cas d’une alge`bre complexe H qui est le produit
semi-direct d’une alge`bre de Hecke avec parame`tres par l’alge`bre d’un groupe fini.
Une alge`bre de Hecke avec parame`tres (cf. [L]) est associe´e a` un quintuplet Ξ =
(Λ,Σ,Λ∨,Σ∨,∆) avec Λ, Λ∨ des re´seaux en dualite´, Σ et Σ∨ des syste`mes de racines
dans Λ et Λ∨ respectivement, duaux l’un de l’autre, et ∆ une base de Σ, ainsi que a`
un syste`me de parame`tres qα, q
′
α, α ∈ ∆. Nous noterons H(Ξ, {qα, q
′
α}) l’alge`bre de
Hecke associe´e et R le groupe fini tel que H = H(Ξ, {qα, q
′
α})⋊C[R]. On supposera
que R agisse sur Λ. (Remarquons que cette hypothe`se est bien ve´rifie´e dans [H1],
mais fausse pour un groupe re´ductif ge´ne´ral (cf. [GR] pour un exemple).)
Soit V un H-module de dimension finie. Appelons sous-espace caracte´ristique
de V la donne´e d’un caracte`re non ramifie´ χ de Λ et d’un sous-espace non nul Vχ
forme´ des e´le´ments v de V pour lesquels il existe un entier N ≥ 0 tel que, pour tout
λ ∈ Λ,
(λ− χ(λ))Nv = 0.
On appellera χ un exposant de V . On sait que V est, en tant que Λ-module, la
somme directe de ces sous-espaces caracte´ristiques.
Nous dirons que |χ| est la valeur absolue de χ et faisons alors la de´finition
suivante:
2.1 De´finition: Soit V un H-module a` droite de dimension finie.
(i) On dit que V est tempe´re´, si les valeurs absolues des exposants de V pour
l’action de Λ sont des combinaisons line´aires de ∆∨ a` coefficients ≤ 0.
(ii) Soit Z un sous-re´seau de Λ, contenu dans le centre de H. On dit que V est
de carre´ inte´grable modulo Z, si le caracte`re pour l’action de Z est unitaire, si Z∪∆
engendre un Z-module d’indice fini de Λ et si les valeurs absolues des exposants de
V pour l’action de Λ sont des combinaisons line´aires de ∆∨ a` coefficients < 0.
Remarque: Il suit de (ii) qu’une condition ne´cessaire pour qu’un H-module V
posse`de des repre´sentations de carre´ inte´grable modulo Z est que Z ∪∆ engendre
un sous-module d’indice fini du Z-module Λ.
Cette de´finition est bien compatible avec celles donne´es dans [KL], [O], [DO] et
[BC]
3. Notons Mσ l’ensemble des e´le´ments m de M tels que mσ1 ≃ σ1. Rappelons
que c’est un sous-groupe d’indice fini de M [H1, 1.16]. L’alge`bre de Hecke affine
contenue dans H = EndG(i
G
PEBO) est associe´e au re´seau ΛO := M
σ/M1 et a` un
syste`me de racines ΣO que l’on pre´cisera plus tard (cf. section 4.). Soulignons ici
seulement que les e´le´ments de Σ∨O sont des multiples a` coefficients > 0 de certaines
racines dans Σ(P ) (via le plongement de Λ∨O dans a
∗
M ).
Nous noterons bm l’image d’un e´le´mentm deM
σ dans ΛO (ou plus ge´ne´ralement
dans M/M1) et ZG l’image du tore central de´ploye´ AG dans ΛO.
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Dans les notations de [H1], on a C[ΛO] = BO et donc B
×
O = ΛO. Par conse´quent,
on e´crira dans la suite B×O a` la place de ΛO.
Posons B = C[M/M1]. La repre´sentation (indM
M1
σ|M1 , ind
M
M1
E|M1) est iso-
morphe a` la repre´sentation σB de M dans l’espace EB := E ⊗C B, de´finie par
σB(m)e ⊗ b = σ(m)e ⊗ bbm. La repre´sentation (σBO , EBO) est isomorphe a` une
sous-repre´sentation de (σB , EB). L’espace EBO est muni d’une structure de BO-
module, induite par la structure de B-module de EB, apre`s restriction des scalaires.
3.1 Notons χσ le caracte`re central de σ.
Lemme: Soit a ∈ AG. Alors, pour tout v ∈ i
G
PEBO , on a
bav = χσ(a)
−1(iGPσBO)(a)v.
Preuve: Il suffit de montrer que ceci est vrai pour σB et v ∈ i
G
PEB . Soit g ∈ G.
Alors, v(g) =
∑
i ei ⊗ bi avec ei ∈ Ei, bi ∈ B, et, donc
((iGPσB)(a)v)(g) = v(ga) = v(ag) = σB(a)v(g)
=
∑
i
σ(a)ei ⊗ biba = χσ(a)
∑
i
ei ⊗ biba
= χσ(a)bav(g).
Ceci prouve le lemme. ✷
3.2 Proposition: Soit (pi, V ) une repre´sentation irre´ductible de G qui appar-
tient a` RepO(G). Notons χpi le caracte`re central de pi. Alors, ZG agit par un
caracte`re sur HomG(i
G
PEBO , V ) donne´ par z 7→ (χpiχ
−1
σ )(z).
En particulier, l’action de ZG se fait par un caracte`re unitaire, si et seulement
si χpi est un caracte`re unitaire.
Preuve: Soit ϕ dans HomG(i
G
PEBO , V ), v dans i
G
PEBO et a dans AG. Alors, par
le lemme 3.1,
ϕ(bav) = ϕ(χσ(a)
−1(iGPσB)(a)v) = χσ(a)
−1pi(a)ϕ(v) = χσ(a)
−1χpi(a)ϕ(v).
Choisissons un caracte`re non ramifie´ χλ de M tel que pi se plonge dans la
repre´sentation induite iGP (σ ⊗ χλ). Alors, χpi est la restriction de χσχλ au cen-
tre de G. La restriction de χ−1σ χpi a` AG est donc bien trivial sur AG ∩M
1, i.e.
l’action de AG se factorise bien par ZG. ✷
3.3 Soit M ′ un sous-groupe de Levi contenant M . Remarquons que AM ′ ⊆
AM ⊆ M
σ. Notons B×AM′ le sous-groupe de B
×
O forme´ des e´le´ments {ba′ |a
′ ∈
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AM ′}. Tout B
×
O -module V de dimension finie se de´compose en sous-espaces car-
acte´ristiques pour l’action de B×AM′ .
Proposition: Soit (pi, V ) une repre´sentation irre´ductible lisse de G qui appar-
tient a` RepO(G). Soit P
′ un sous-groupe parabolique standard de G qui contient
P , de sous-groupe de Levi standard M ′.
Alors, HomG(i
G
PEBO , V ) se de´compose en sous-espaces caracte´ristiques pour l’ac-
tion de B×AM′ . Notons ExpP
′(pi) l’ensemble des exposants de rG
P ′
pi. Les exposants de
HomG(i
G
PEBO , V ) sont les caracte`res χχ
−1
σ avec χ ∈ ExpP ′(pi), et ve´rifiant HomM ′
(iM
′
P∩M ′EBO , (r
G
P ′
V )χ) 6= 0.
Preuve: Par le deuxie`me the´ore`me d’adjonction de Bernstein (cf. [B, III.3] et
[R, VI.9]), on a un isomorphisme d’espaces vectoriels
HomG(i
G
PEBO , V ) = HomM ′(i
M ′
P∩M ′EBO , r
G
P ′
V ). (*)
De´composons d’abord HomM ′(i
M ′
P∩M ′EBO , r
G
P ′
V ) en espaces caracte´ristiques pour
l’action de BAM′ . Pour χ ∈ ExpP ′ (pi), notons HomM ′(i
M ′
P∩M ′EBO , r
G
P ′
V )χ le sous-
espace de HomM ′( i
M ′
P∩M ′EBO , r
G
P ′
V ) forme´ des homomorphismes dont l’image est
contenue dans (rG
P ′
pi)χ. On a
HomM ′(i
M ′
P∩M ′EBO , r
G
P ′
V ) =
⊕
χ∈ExpP ′(pi)
HomM ′(i
M ′
P∩M ′EBO , r
G
P ′
V )χ.
Fixons χ ∈ ExpP ′(pi). Comme r
G
P ′
pi est de longueur finie, il existe un entier Nχ tel
que, pour tout a′ ∈ AM ′ et v ∈ (r
G
P ′
V )χ,
((rG
P ′
pi)(a′)− χ(a′))Nχv = 0.
Soit ϕ ∈ HomM ′(i
M ′
P∩M ′EBO , r
G
P ′
V )χ, et prouvons que ϕ(ba′ − χ(a
′))Nχ = 0 pour
tout a′ ∈ AM ′ .
Par le lemme 3.1, on a, pour a′ ∈ AM ′ , v
′ ∈ iM
′
P∩M ′EBO ,
ϕ(ba′v
′) = ϕ(χσ(a
′)−1(iM
′
P∩M ′σBO)(a
′)v′)
= χ−1σ (a
′)(rG
P ′
pi)(a′)ϕ(v′).
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Il en suit par la formule du binoˆme que
ϕ((ba′ − (χ
−1
σ χ)(a
′))Nχv′)
=ϕ(
Nχ∑
k=0
(
Nχ
k
)
bka′(−χ
−1
σ (a
′)χ(a′))Nχ−kv′)
=
Nχ∑
k=0
(
Nχ
k
)
(χ−1σ (a
′)(rG
P ′
pi)(a′))k(−χ−1σ (a
′)χ(a′))Nχ−kϕ(v′)
=χ−Nχσ (a
′)((rG
P ′
pi)(a′)− χ(a′))Nχϕ(v′)
=0.
Les exposants dans HomM ′ (i
M ′
P∩M ′EBO , r
G
P ′
V ) pour l’action de B×AM′ sont donc les
caracte`res χχ−1σ , χ ∈ ExpP ′(pi), tels que HomM ′ (EBO , (r
G
P ′
V )χ) 6= 0.
Traduisons ces exposants en exposants de HomG(i
G
PEBO , V ) via l’isomorphisme
(*). Le deuxie`me the´ore`me d’adjonction de Bernstein est re´alise´ par un isomor-
phisme
ι : HomG(i
G
P ′i
M ′
P∩M ′EBO , V )→ HomM ′(i
M ′
P∩M ′EBO , r
G
P ′
V ),
de´fini de la manie`re suivante (cf. [B, III.3.1]: notons rG,P
′P ′
P ′
la restriction de
rG
P ′
au sous-espace (iGP ′ i
M ′
P∩M ′EBO)P ′P ′ forme´ des e´le´ments v avec supp(v) ⊆ P
′P ′.
Cette restriction est injective, et l’image de rG,P
′P ′
P ′
est une sous-repre´sentation de
rG
P ′
iGP ′ i
M ′
P∩M ′EBO qui est isomorphe a` i
M ′
P∩M ′EBO . Cet isomorphisme est compatible
avec l’action de BO. Identifions ces deux espaces au moyen d’un tel isomorphisme.
Avec cette identification, l’application ι associe a` un homomorphisme ϕ : iGP ′
iM
′
P∩M ′EBO → V l’homomorphisme ι(ϕ) : i
M ′
P∩M ′ EBO → r
G
P ′
V qui envoie un e´le´ment
rG
P ′
v de l’image de rG,P
′P ′
P ′
sur (rG
P ′
ϕ)(rG
P ′
v) := rG
P ′
(ϕ(v)). Montrons que ι est com-
patible avec l’action de B×AM′ .
Remarquons d’abord que, pour rG
P ′
v dans l’image de rG,P
′P ′
P ′
et a′ ∈ AM ′ , on a,
par le lemme 3.1 et la B×AM′ -line´arite´ de r
G
P ′
,
rG
P ′
v = b−1a′ χσ(a
′)−1(iM
′
P∩M ′σBO)(a
′)rG
P ′
v
= rG
P ′
(b−1a′ χσ(a
′)−1(iGP ′ i
M ′
P∩M ′σBO)(a
′)v).
Par suite,
ι(ϕba′ )(r
G
P ′
v)
=rG
P ′
(ϕ(χσ(a
′)−1iGP ′i
M ′
P∩M ′σBO(a
′)v))
=ι(ϕ)rG
P ′
(χσ(a
′)−1iGP ′i
M ′
P∩M ′σBO(a
′)v)
=ι(ϕ)χσ(a
′)−1iM
′
P∩M ′σBO(a
′)rG
P ′
(v)
=ι(ϕ)ba′r
G
P ′
(v),
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d’ou` la AM ′ -line´arite´ de ι.
Remarquons que ι−1(HomM ′(i
M ′
P∩M ′EBO , r
G
P ′
V )χ) est l’ensemble des ϕ tels que
rG
P ′
(ϕ((iGP ′ i
M ′
P∩M ′EBO)P ′P ′)) ⊆ (r
G
P ′
V )χ. Pour ϕ dans cet espace et a
′ ∈ AM ′ , on a
donc avec la formule du binoˆme
0 = ι(ϕ)(ba′ − (χσχ)(a
′))Nχ = ι(ϕ(ba′ − (χσχ)(a
′))Nχ),
d’ou` (ba′ − (χσχ)(a
′))Nχϕ = 0, puisque ι est injective et donc
ι(HomG(i
G
P ′i
M ′
P∩M ′EBO , V )χχ−1σ ) = HomM ′(i
M ′
P∩M ′EBO , r
G
P ′
V )χχ−1σ .
Pour obtenir l’isomorphisme (*), il faut composer avec l’isomorphisme
κ : iGP ′i
M ′
P∩M ′EBO → i
G
PEBO
qui envoie un e´le´ment v de l’espace a` gauche sur l’application G → EBO donne´e
par g 7→ (v(g))(1). Plus pre´cise´ment, l’isomorphisme (*) envoie un e´le´ment ψ de
HomG(i
G
PEBO , V ) sur ι(ψ ◦ κ). Comme κ est BO-line´aire, il en est ainsi pour
l’application ψ 7→ ψ ◦ κ. L’isomorphisme (*) laisse donc invariant les espaces
caracte´ristiques, et HomG(i
G
PEBO , V )χχ−1σ est l’ensemble des homomorphismes ϕ
ve´rifiant rG
P ′
(ϕ((iGPEBO)P ′P ′)) ⊆ (r
G
P ′
V )χ, ce qui e´quivaut bien a` HomM ′ (i
M ′
P∩M ′
EBO , (r
G
P ′
V )χ) 6= 0. ✷
3.4 Corollaire: L’ensemble des parties re´elles des exposants du B×O -module
HomG(i
G
PEBO , V ) est e´gal a` celui des caracte`res centraux des quotients irre´ductibles
de rG
P
V qui appartiennent a` O.
Preuve: Remarquons d’abord que tout sous-quotient irre´ductible de rG
P
V est iso-
morphe a` un quotient irre´ductible, les composantes de rG
P
V e´tant des repre´senta-
tions cuspidales de M . Ainsi, les exposants de rG
P
V s’identifie aux caracte`res cen-
traux des quotients irre´ductibles de rG
P
V .
Le B×O -module HomG(i
G
PEBO , V ) se de´compose en sous-espaces caracte´ristiques.
Les restrictions a` B×AM des exposants de ces sous-espaces caracte´ris-tiques sont des
exposants pour HomG(i
G
PEBO , V ) en tant que B
×
AM
-module. Donc, tout exposant
pour l’action de B×AM est la restriction d’un exposant pour l’action de B
×
O . Rap-
pelons que les caracte`res de B×O sont des caracte`res non ramifie´s de M et que ceux
de B×AM sont des caracte`res non ramifie´s pour AM . Or, la restriction de M a` AM
est injective sur les caracte`res non ramifie´s a` valeurs re´elles. Les parties re´elles des
exposants pour l’action par B×O ou par B
×
AM
sont donc les meˆmes. Par la propo-
sition 3.3, celles-ci correspondent aux parties re´elles des caracte`res non ramifie´s
χ tels que HomM (EBO , (r
G
P
pi)χχσ ) 6= 0. Comme χσ est un caracte`re unitaire, le
corollaire en re´sulte. ✷
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4. Il re´sulte presque directement de la proposition 1.2 et du corollaire 3.4 que
les spectres discrets et tempe´re´s sont pre´serve´s par l’e´quivalence de cate´gorie si
les e´le´ments de ∆∨O sont les multiples des e´le´ments de ∆(P ) par une constante
non nulle. Cette hypothe`se n’est toutefois pas toujours ve´rifie´e. Pour e´tablir le
cas ge´ne´ral, il faut du travail supple´mentaire. On va d’abord collecter quelques
proprie´te´s qui nous serons utile pour le calcul du module de Jacquet.
4.1 De´finition: On dira que O est en position standard si
(i) le sous-groupe de LeviM de groupe des points F -rationnels e´gal a`M est e´gal
a`
GLk1 × · · · ×GLk1 ×GLk2 × · · · ×GLk2 × · · · ×GLkr × · · · ×GLkr ×Hk,
ou` Hk de´signant un groupe semi-simple de rang absolu k et du meˆme type que
G;
et
(ii) O contient une repre´sentation unitaire de la forme
σ = σ1 ⊗ · · · ⊗ σ1 ⊗ σ2 ⊗ · · · ⊗ σ2 ⊗ · · · ⊗ σr ⊗ · · · ⊗ σr ⊗ τ,
les classes inertielles des σi e´tant deux a` deux distinctes avec σi ≃ σ
∨
i si σi et
σ∨i sont dans une meˆme orbite inertielle, σ
∨
i 6∈ Oσj lorsque i 6= j.
On appelera σ un point de base de O, si, en outre, pour tout i, ou bien il existe
s > 0 tel que l’induite parabolique de σi| · |
s
F soit re´ductible ou bien l’induite
parabolique de σi| · |
s
F est irre´ductible pour tout nombre complexe s de partie re´elle
6= 0.
Remarque: On a vu dans [H1] (en particulier [H1, 1.13]), que l’on peut toujours
se ramener a` O standard et alors trouver un point de base dans O, ve´rifiant les
hypothe`ses de la de´finition 4.1 sauf celle que σ∨i n’est pas dans la classe inertielle
de σj pour i 6= j. Or, il est facile d’arriver a` cette condition supple´mentaire apre`s
conjugaison par un e´le´ment du groupe de Weyl.
4.2 Supposons O en position standard et de´signons, pour i = 1, . . . , r, par
di le nombre des facteurs e´gal a` σi dans la de´composition de σ. Notons a =
(a1,1, . . . , a1,d1 , a2,1 . . . , ar,dr , 1) les e´le´ments du centre de´ploye´ AM deM et αi,j les
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e´le´ments de ∆(P ) avec
αi,j(a) =


ai,ja
−1
i,j+1 si j 6= di,
ai,dia
−1
i+1,1 si j = di et i 6= r,
ar,dr sinon.
Proposition: ([H1, 1.13 et 6.1] ) Fixons un point de base σ de O. Les com-
posantes irre´ductibles ΣO,i de ΣO correspondent aux facteurs σi de σ.
La composante irre´ductible ΣO,i est
(i) de type Bdi s’il existe s > 0 telle que l’induite parabolique de σi| · |
s ⊗ τ soit
re´ductible;
(ii) de type Ddi si les conclusions de (i) ne sont pas ve´rifie´es, mais σi ≃ σ
∨
i .
(iii) de type Adi−1 dans les autre cas.
Une base ∆∨O,i de l’ensemble Σ
∨
O,i des racines duales est alors forme´e respective-
ment des e´le´ments des ensembles {αi,1, . . . , αi,di−1, αi,di + · · · + αr,dr}, {αi,1, . . . ,
αi,di−1, αi,di−1+2αi,di} et {αi,1, . . . , αi,di−1}, multiplie´ chacun par un nombre re´el
> 0 convenable.
Lorsque ΣO,i est une composante irre´ductible de ΣO de type Ddi, notons ri la
syme´trie simple associe´e a` la racine courte du syste`me de racine de type Bdi qui
contient Σ∨O,i. Alors, ri laisse invariant la base ∆
∨
O,i.
Le groupe R associe´ a` RepO(G) est le groupe RO engendre´ par les ri correspon-
dant aux composantes irre´ducibles de type Ddi de ΣO.
Remarque: En fait, il est indispensable pour cette proposition que le point de
base σ posse`de la condition supple´mentaire de 4.1 qui manque dans [H1]. Il y a
donc un erratum a` [H1].
4.3 Lemme: Soit σ′ ∈ O et soit w ∈ W tel que wσ′ soit un sous-quotient
irre´ductible de rGP pi. Soit α un e´le´ment de ∆(P ) dont aucun multiple n’appartient
a` ∆∨wO et notons P˜α le sous-groupe parabolique standard de G de sous-groupe de
Levi sαM .
Alors, sαwσ
′ est un sous-quotient irre´ductible de rG
P˜α
pi.
Preuve: Comme wσ′ est un sous-quotient irre´ductible de rGP pi, c’est meˆme un
quotient de rGP pi. Rappelons que, lorsque α ∈ ∆(P ), la composante connexe du
centralisateur du sous-groupe de AM e´gal au noyau de α est un sous-groupe de
Levi standard de G que l’on notera Mα.
Par re´ciprocite´ de Frobenius, on a
0 6= HomG(pi, i
G
Pwσ
′) = HomMα(r
G
Pα
pi, iMαP∩Mαwσ
′).
Par les re´sultats de Harish-Chandra [H1, 1.2 et 1.8], iMαP∩Mαwσ
′ est ou bien une
repre´sentation irre´ductible ou bien sαwσ
′ ≃ wσ′ et sαP ∩M = P ∩Mα.
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Dans le premier cas, sαwσ
′ est un sous-quotient de rMα
P˜α∩Mα
iMαP∩Mαwσ
′, et donc,
par exactitude et transitivite´ du foncteur de Jacquet, de rG
P˜α
pi.
Dans le deuxie`me cas, la conclusion de la proposition est triviale, puisque P˜α = P
et sαwσ
′ ≃ wσ′. ✷
4.4 Proposition: Supposons O en position standard. Soit (pi, V ) une repre´sen-
tation irre´ductible de G qui appartient a` RepO(G) et soit σ
′ un sous-quotient
irre´ductible de rGP pi.
i) Notons wi,j l’e´le´lement du groupe de Weyl qui permute les facteurs GLki ×
· · · ×GLki et GLkj × · · · ×GLkj de M et Pi,j le sous-groupe parabolique standard
de sous-groupe de Levi wi,jMw
−1
i,j . Alors, wi,jσ
′ est un sous-quotient irre´ductible
de rGPi,jpi.
ii) Si ΣO,i est de type Ddi , alors riσ
′ est un sous-quotient irre´ductible de rGP pi
(ou` ri est la syme´trie de´finie dans 4.2).
iii) Supposons ΣO,i de type Adi−1 et notons w0,i l’e´le´ment le plus long de son
groupe de Weyl compose´ avec l’e´le´ment le plus long du groupe de Weyl du syste`me
de type Bdi qui contient ΣO,i. Alors, w0,iσ
′ est encore un sous-quotient irre´ductible
de rGP pi.
iv) Plus ge´ne´ralement, si r est un e´le´ment du groupe de Weyl qui permute les
facteurs de M et qui ve´rifie r∆O = ∆rO, alors rσ
′ est un sous-quotient irre´ductible
de rGrPpi.
Preuve: On obtient (i) avec le lemme 4.3, en permutant successivement les
facteurs adjoint de σ′ issus d’orbites inertielles disjointes.
Pour (ii), on peut se ramener, graˆce a` (i), a` i = r. Alors, rr provient d’une
syme´trie simple et le lemme 4.3 s’applique directement.
Pour (iii), observons que riσ
′ change la composante σ′i,di de σ
′ en σ′i,di
∨
et que,
par hypothe`se, σ′i,di et σ
′
i,di
∨
ne se trouvent pas dans une meˆme orbite inertielle.
On peut donc e´changer σ′i,di
∨
avec les σi,j qui le pre´ce`de suite au lemme 4.3. En
re´pe´tant l’ope´ration, on aboutit a` w0,iσ
′.
Concernant (iv), la condition r∆O = ∆rO assure que r est produit de syme´trie
simple sα ve´rifiant les hypothe`se du lemme 4.3. ✷
4.5 Notons W (M) l’ensemble des e´le´ments du groupe de Weyl de G qui sta-
bilisentM etW (M,O) le sous-ensemble forme´ des e´le´ments qui stabilisent en outre
O.
Lemme: Soit w ∈W (M) tel que wσ′ soit un sous-quotient irre´ductible de rGP pi.
Alors, il existe w′ ∈ W (M,O) et r ∈ W (M) tel que w′σ′ soit un sous-quotient
irre´ductible de rGP pi, r∆O = ∆rO et w = rw
′.
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Preuve: En permutant successivement les facteurs de wσ′ issus d’orbites iner-
tielles disjointes par des syme´tries simples, on transforme wσ′ en un e´le´ment de
O. La proposition 4.4 (iv) s’applique a` ces syme´tries. Notons r le produit de ces
syme´tries successives. Alors, par la proposition 4.4 (iv), rwσ′ est bien un sous-
quotient irre´ductible de rGP pi. Par ailleurs, par construction, r
−1∆O = ∆r−1 O.
✷
5. The´ore`me: Soit (pi, V ) une repre´sentation irre´ductible de G qui appartient
a` RepO(G).
Pour que la repre´sentation (pi, V ) soit tempe´re´e (resp. de carre´ inte´grable modulo
le centre de G), il faut et il suffit que le EndG(i
G
PEBO)-module HomG(i
G
PEBO , V )
soit tempe´re´ (resp. de carre´ inte´grable modulo ZG).
Preuve: Supposons le EndG(i
G
PEBO)-module HomG(i
G
PEBO , V ) de carre´ inte´gra-
ble modulo ZG. En passant aux sous-groupes paraboliques anti-standard, on de´duit
de la proposition 1.2 qu’il faut montrer que les exposants des sous-quotients irre´duc-
tibles de rG
P
pi sont des combinaisons line´aires a` coefficients < 0 de ∆(P ).
Par de´finition (cf. 2.1), ∆O engendre ne´cessairement M
σ ∩ G1/M1. Par suite,
aG∗M est engendre´ par ∆
∨
O. Comme ∆
∨
O est forme´ d’e´le´ments qui sont des multiples
a` coefficients > 0 de Σ(P ), tout e´le´ment de ∆∨O est une combinaison line´aire a`
coefficients ≥ 0 de ∆(P ). Par notre hypothe`se, les parties re´elles des exposants de
HomG(i
G
PEBO , V ) relatifs a` l’action de BM sont des combinaisons line´aires de ∆
∨
O a`
coefficients < 0. Il en est donc par le corollaire 3.4 de meˆme pour les parties re´elles
des exposants des sous-quotients irre´ductibles de rG
P
pi qui sont dans O. Or, comme
∆∨O engendre a
G∗
M , celles-ci sont alors des combinaisons line´aires a` coefficients < 0
de ∆(P ).
En ge´ne´ral, un sous-quotient irre´ductible de rG
P
pi est de la forme wσ′ avec σ′ ∈ O
et w ∈ W (M). Par le lemme 4.3, on peut e´crire w = rw′ avec w′ ∈ W (M,O),
r ∈W (M), tel que w′σ′ soit un quotient irre´ductible de rG
P
pi et r∆O = ∆rO. Il en
re´sulte que l’exposant de wσ′ est combinaison line´aire a` coefficients < 0 de ∆∨rO et
on en de´duit comme avant, en remplac¸ant ∆O par ∆rO, que le caracte`re central de
wσ′ est une combinaison line´aire a` coefficient < 0 de ∆(P ). Par conse´quence, pi est
bien de carre´ inte´grable modulo le centre.
On prouve de manie`re analogue que HomG(i
G
PEBO , V ) tempe´re´ implique (pi, V )
tempe´re´e. (Dans ce cas, l’hypothe`se que ∆O engendre M
σ ∩ G1/M1 n’est pas
ne´cessaire.)
Re´ciproquement, supposons (pi, V ) de carre´ inte´grable modulo le centre. Alors,
en passant aux sous-groupes paraboliques anti-standard, on de´duit de la proposition
1.2 que les caracte`res centraux des sous-quotients irre´ductibles de rG
P
pi sont des
combinaisons line´aires de ∆(P ) a` coefficients < 0.
Sous ces hypothe`ses, ∆∨O engendre a
G∗
M [Si] (voir aussi [H3]) et, pour des raisons
de dimension, ∆O engendreM
σ∩G1/M1. Par conse´quence, ∆(P ) et ∆∨O ont meˆme
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nombre d’e´le´ments et engendrent tous les deux aG∗M . On en de´duit que ΣO est ou
bien irre´ductible de type An (pour G une forme inte´rieure de GLn) ou bien ses
composantes sont toutes de type Bdi ou Ddi . Si G est une forme inte´rieure de
GLn, ∆
∨
O est, modulo une constante > 0, e´gal a` ∆(P ) et l’implication imme´diate
par 3.4.
Sinon, supposons d’abord que ΣO soit produit de syste`mes de type Bdi . Soit λ la
partie re´elle du caracte`re central d’un sous-quotient de rG
P
pi qui appartient a` O. Par
hypothe`se, λ est combinaison line´aire de ∆(P ) a` coefficients < 0, et il faut montrer
que λ est combinaison line´aire a` coefficients < 0 de ∆∨O. Rappelons (cf. 4.2) que
nous avons note´ les e´le´ments de ∆(P ) par αi,j , seule la racine αr,dr e´tant courte.
Notons les e´le´ments de ∆∨O par α
′
i,j . Apre`s les avoir multiplie´s par un nombre re´el
< 0 convenable, on peut, suite a` la proposition 4.2, supposer que α′i,j = αi,j pour
j 6= di et α
′
i,di
= αi,di +αi+1,1+ · · ·+αr,dr . E´crivant λ = λ1,1α1,1+ · · ·+λr,drαr,dr ,
on trouve
λ = λ1,1α
′
1,1 + · · ·+ λ1,d1α
′
1,d1
+ (λ2,1 − λ1,d1)α
′
2,1 + (λ2,2 − λ1,d1)α
′
2,2 + · · ·+ (λ2,d2 − λ1,d1)α
′
2,d2
+ (λ3,1 − λ2,d2)α
′
3,1 + (λ3,2 − λ2,d2)α
′
3,2 + · · ·+ (λ3,d3 − λ2,d2)α
′
3,d3 · · ·
+ (λr,1 − λr−1,dr−1)α
′
r,1 + (λr,2 − λr−1,dr−1)α
′
r,2 + · · ·+ (λr,dr − λr−1,dr−1)α
′
r,dr
Il faut donc montrer que λi,j−λi−1,di−1 < 0 pour i = 2, . . . , r. Notons w1,i l’e´le´ment
du groupe de Weyl qui permute les facteurs GLk1 × · · · × GLk1 et GLki × · · · ×
GLki de M . D’apre`s le proposition 4.4 (ii), w1,iλ est eg´alement la partie re´lle du
caracte`re central d’un sous-quotient irre´ductible de rG
P
pi. Notons P˜ le sous-groupe
parabolique standard de sous-groupe de Levi w1,iM et α˜i,j les e´le´ments de ∆(P˜ ).
On constate que
w1,iλ =λ1,1α˜i,1 + · · ·+ λ1,d1−1α˜i,d1−1 + λ1,d1(−α˜2,1 − · · · − α˜i,di−1)
+ λ2,1α˜2,1 + λ2,2α˜2,2 + · · ·+ λ2,d2 α˜2,d2 + · · ·
+ λi−1,1α˜i−1,1 + · · ·+ λi−1,di−1−1α˜i−1,di−1−1
+ λi−1,di−1(−α˜1,1 − · · · − α˜i−1,di−1−1)
+ λi,1α˜1,1 + · · ·+ λi,di−1α˜1,di−1 + λi,di(α˜1,di + · · ·+ α˜i,d1)
+ λi+1,1α˜i+1,1 + · · ·+ λr,dr α˜r,dr
=(λi,1 − λi−1,di−1)α˜1,1 + · · ·+ (λi,di−1 − λi−1,di−1)α˜1,di−1
+ (λi,di − λi−1,di−1)α˜1,di + · · · ,
d’ou` l’on de´duit que λi,j−λi−1,di−1 < 0 pour j = 1, . . . , di. Ceci prouve l’implication
lorsque toutes les composantes irre´ductibles de ΣO sont de type Bdi .
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Supposons maintenant qu’il y a des composantes irre´ductibles ΣO,i de type Ddi .
On a ∆O,i = {α
′
i,1, . . . , α
′
i,di−1
, α′i,di−1 + 2α
′
i,di
},
λ =λ1,1α
′
1,1 + · · ·λi−1,di−1α
′
i−1,di−1
+ λi,1α
′
i,1 + · · ·+ (λi,di−1 −
λi,di
2
)α′i,di−1 +
λi,di
2
(α′i,di−1 + 2α
′
i,di
)
+ λi+1,1α
′
i+1,1 + · · ·+ λr,drα
′
r,dr
avec λi,j < 0, et il faut donc montrer que λi,di−1 −
λi,di
2 < 0.
En e´changeant de nouveau les facteurs GLk1 × · · · ×GLk1 et GLki × · · · ×GLki
de M (ce qui ne revient maintenant qu’a` permuter les α′ij ), on se rame`ne a` i = 1.
D’apre`s le proposition 4.4 (ii), r1λ est encore combinaison line´aire a` coefficients
< 0 de ∆(P ). Or, on a
r1λ =λ1,1α
′
1,1 + · · ·+ λ1,d1−1(α
′
1,d1−1 + 2α
′
1,d1)− λ1,d1α
′
1,d1
+ λ2,1α
′
2,1 + · · ·+ λr,drα
′
r,dr
=λ1,1α
′
1,1 + · · ·+ λ1,d1−1α
′
1,d1−1 + (2λ1,d1−1 − λ1,d1)α
′
1,d1
+ λ2,1α
′
2,1 + · · ·+ λr,drα
′
r,dr
En remplac¸ant α′i,j par son expression par les αi,j , on trouve bien que 2λ1,d1−1 −
λ1,d1 < 0, parce que c’est le coefficient devant α1,d1 .
Conside´rons maintenant le cas ou` (pi, V ) est tempe´re´e. Alors, le raisonnement
pre´ce´dent pour pi de carre´ inte´grable reste valable apre`s avoir remplace´ < 0 par
≤ 0 au de´tail pre`s que certains des ∆O,i peuvent bien eˆtre de type Adi−1. Le
raisonnement pre´ce´dent ne permet alors plus de conclure que λ est combinaison
line´aire a` coefficients ≤ 0 de ∆O. Mais, on peut toujours e´changer les facteurs
GLk1 × · · · × GLk1 et GLki × · · · × GLki de M pour se ramener a` i = 1. Par le
proposition 4.4 (iii) et l’hypothe`se, w0,1λ est e´galement une combinaison line´aire a`
coefficients ≤ 0 de ∆(P ). Comme
w0,1λ =+ λ1,d1−1α
′
1,1 + · · ·+ λ1,1α
′
1,d1−1 − λ1,d1α
′
1,d1
+ λ2,1α
′
2,1 + · · ·λr,drα
′
r,dr
,
on en de´duit que λ1,d1 = 0, apre`s avoir remplace´ les α
′
i,j par les αi,j . Donc, λ est
bien une combinaison line´aire de ∆(P ) a` coefficients ≤ 0.
Ceci termine la preuve du the´ore`me. ✷
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